
信号与系统

零基础学习笔记

这份笔记假设读者没有高等数学、复数、微积分和线性代数基础。所有新符号都先解释，再使用。
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1. 学习路线
信号与系统的核心关系可以先记成：

输入信号 → 系统 → 输出信号

我们按下面的顺序学习：

1. 函数、坐标轴与图像
2. 什么是信号
3. 连续信号与离散信号
4. 什么是系统
5. 正弦波与周期
6. 复数与欧拉公式
7. 傅里叶级数
8. 傅里叶变换
9. DFT 与 FFT

10. 卷积
11. LTI 系统
12. 频率响应
13. 采样、奈奎斯特与混叠
14. 拉普拉斯变换

每一章只引入当前真正需要的数学工具。

2. 函数与信号

2.1. 函数是什么
函数可以先理解成一个规则：给它一个输入，它按照固定规则给出一个输出。

例如：

𝑦 = 2𝑥

当 𝑥 = 1 时，𝑦 = 2；当 𝑥 = 3 时，𝑦 = 6。

也可以写成：

𝑦 = 𝑓(𝑥)

这里的 𝑓  表示“从输入 𝑥 得到输出 𝑦 的规则”。

2.2. 信号是什么
在信号与系统里，一个最常见的信号写成：

𝑥(𝑡)

这里不是 𝑥 乘以 𝑡。它表示：𝑥 是一个函数，输入是时间 𝑡。

因此，𝑥(𝑡) 可以读成：“信号 𝑥 在时间 𝑡 时的值”。

例如：

𝑥(𝑡) = 2𝑡

那么：

• 𝑥(0) = 0
• 𝑥(1) = 2
• 𝑥(2) = 4

很多物理量都随时间变化，例如声音、传感器电压、温度。因此可以先记住：



信号通常就是一个随时间变化的函数。

2.3. 连续时间信号与离散时间信号
连续时间信号通常写成：

𝑥(𝑡)

这里的时间 𝑡 可以取任意实数，例如 0、0.1、0.123、1。

离散时间信号通常写成：

𝑥[𝑛]

这里的 𝑛 通常只取整数：0, 1, 2, 3, …。

因此：

• 𝑥(𝑡)：连续时间信号。
• 𝑥[𝑛]：离散时间信号。

2.4. 采样
现实世界中的声音、电压等通常先表现为连续信号 𝑥(𝑡)。计算机处理时，需要按固定时间间隔取样，把它变
成离散序列 𝑥[𝑛]。

如果每隔 𝑇𝑠 秒采一次，则：

𝑥[𝑛] = 𝑥(𝑛𝑇𝑠)

这里 𝑇𝑠 叫做采样间隔。

采样频率记作 𝑓𝑠：

𝑓𝑠 = 1
𝑇𝑠

例如 𝑇𝑠 = 0.001 秒，则：

𝑓𝑠 = 1000  Hz

意思是每秒采 1000 个点。

2.5. ADC
ADC 是 Analog-to-Digital Converter，中文叫模数转换器。

它负责把连续的模拟电压变成计算机能够保存和处理的数字数据。

可以先把它理解成两步：

• 采样：隔一段时间测一次电压。
• 量化：把测到的电压映射到有限的数字等级。

因此常见的数据链路是：

模拟信号 → ADC → 数字序列

反过来，把数字信号变回模拟电压的设备叫 DAC（Digital-to-Analog Converter，数模转换器）。

2.6. 信号的时间平移
𝑥(𝑡 − 𝑎)

表示把原信号向右移动 𝑎。

例如 𝑥(𝑡 − 1) 表示向右移动 1 秒。

而：



𝑥(𝑡 + 𝑎)

表示向左移动 𝑎。

最容易搞反，所以先记：

• 减号：右移。
• 加号：左移。

2.7. 信号的时间翻转
𝑥(−𝑡)

表示沿时间轴左右翻转。

例如原来位于 𝑡 = 2 的特征，会移动到 𝑡 = −2。

注意不要和下面这个混淆：

−𝑥(𝑡)

• 𝑥(−𝑡)：左右翻。
• −𝑥(𝑡)：上下翻。

2.8. 信号的时间缩放
𝑥(2𝑡)

表示时间轴压缩 2 倍。原来出现在 𝑡 = 2 的特征会出现在 𝑡 = 1。

而：

𝑥( 𝑡
2
)

表示时间轴拉伸 2 倍。原来出现在 𝑡 = 2 的特征会出现在 𝑡 = 4。

因此可以先记：

• 𝑥(2𝑡)：更快。
• 𝑥( 𝑡

2)：更慢。

2.9. 单位阶跃信号
单位阶跃信号写成：

𝑢(𝑡)

它表示一个在 𝑡 = 0 打开的理想开关：

• 当 𝑡 < 0 时，𝑢(𝑡) = 0。
• 当 𝑡 ≥ 0 时，𝑢(𝑡) = 1。

如果写成：

𝑢(𝑡 − 𝑎)

它就在 𝑡 = 𝑎 时打开。

例如：

𝑢(𝑡 − 2)

表示到 2 秒时才从 0 变成 1。

2.10. 用阶跃信号拼出矩形脉冲
考虑：



𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡 − 2)

分三段看：

• 𝑡 < 0：0 − 0 = 0。
• 0 ≤ 𝑡 < 2：1 − 0 = 1。
• 𝑡 ≥ 2：1 − 1 = 0。

因此它表示一个从 𝑡 = 0 开始、到 𝑡 = 2 结束的矩形脉冲。

更一般地：

𝑢(𝑡 − 𝑎) − 𝑢(𝑡 − 𝑏)

可以理解为：在 𝑡 = 𝑎 时打开，在 𝑡 = 𝑏 时关闭。

3. 积分与冲激信号

3.1. 积分的直觉
现阶段可以先把积分理解成：

把很多很小的贡献累加起来。

例如：

∫
3

0
2 d𝑡 = 6

因为函数值始终为 2，从 0 到 3 的面积就是：

2 × 3 = 6

因此定积分可以直观理解为“带正负号的面积累加”。

横轴上方的面积记为正，横轴下方的面积记为负。

3.2. 单位冲激信号
单位冲激信号写成：

𝛿(𝑡)

可以把它理解成发生在某一个瞬间的理想化冲击。

它满足：

𝛿(𝑡) = 0, 𝑡 ≠ 0

同时：

∫
∞

−∞
𝛿(𝑡) d𝑡 = 1

需要注意：等于 1 的是冲激的总面积，而不是说 𝛿(0) = 1。

3.3. 冲激和平移
𝛿(𝑡 − 𝑎)

表示冲激发生在 𝑡 = 𝑎。

例如：

𝛿(𝑡 − 3)

表示在 3 秒时发生一个单位冲激。



3.4. 冲激与阶跃的关系
如果从负无穷开始累积冲激：

∫
𝑡

−∞
𝛿(𝜏) d𝜏 = 𝑢(𝑡)

也就是说，在经过冲激之前累计结果为 0，经过冲激之后累计结果为 1。

3.5. 筛选性质
冲激函数最重要的性质之一是：

∫
∞

−∞
𝑥(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑎) d𝑡 = 𝑥(𝑎)

可以把 𝛿(𝑡 − 𝑎) 理解成一根“取样针”：它让积分只保留 𝑡 = 𝑎 附近的贡献。

由于单位冲激的总面积是 1，所以最后得到：

𝑥(𝑎) × 1 = 𝑥(𝑎)

例如，如果：

𝑥(𝑡) = 2𝑡

那么：

∫
∞

−∞
2𝑡𝛿(𝑡 − 3) d𝑡 = 6

现阶段可以先记住：

积分 = 累加；冲激 = 瞬时探针；冲激配合积分可以取出函数在某一个时刻的值。

4. LTI、冲激响应与卷积

4.1. 冲激响应
把单位冲激输入一个系统：

𝛿(𝑡) → ℎ(𝑡)

输出 ℎ(𝑡) 叫做系统的冲激响应（Impulse Response）。可以把它理解成：给系统瞬间“敲一下”，观察系统
之后怎样反应。

“系统”不一定是计算机程序，也可以是机械、电路、房间、传感器、滤波器等。分析时可以把它视为黑
盒，只关心输入与输出。

4.2. LTI 系统
LTI 是 Linear Time-Invariant，中文是“线性时不变”。

4.2.1. 什么是线性

线性的核心是两件事：保持加法，保持数乘。

如果系统记作 𝑇 ，那么线性系统满足：

𝑇 (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2) = 𝑎𝑇 (𝑥1) + 𝑏𝑇 (𝑥2)

也就是说，多个输入可以分开处理，再把各自输出相加；输入放大多少倍，输出也按同样倍数放大。

这与线性代数里的“线性”是同一个数学概念。区别只是线性代数通常处理向量，而信号与系统里处理的
对象常常是一整个函数或序列。

例如：



𝑦(𝑡) = 2𝑥(𝑡)

是线性的。

而：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)2

不是线性的，因为一般有：

(𝑥1 + 𝑥2)
2 ≠ 𝑥2

1 + 𝑥2
2

4.2.2. 什么是时不变

时不变表示：系统的行为不会因为输入发生的时间不同而改变。

如果：

𝑥(𝑡) → 𝑦(𝑡)

那么把输入整体延迟 𝑎：

𝑥(𝑡 − 𝑎)

输出也只会整体延迟同样的时间：

𝑦(𝑡 − 𝑎)

例如，如果：

𝛿(𝑡) → ℎ(𝑡)

那么时不变系统一定满足：

𝛿(𝑡 − 𝑎) → ℎ(𝑡 − 𝑎)

4.2.3. 为什么“线性 + 时不变”特别重要

线性负责“能相加”，时不变负责“能平移复用”。

因此，如果已经知道：

𝛿(𝑡) → ℎ(𝑡)

那么就立即知道：

𝐴𝛿(𝑡 − 𝑎) → 𝐴ℎ(𝑡 − 𝑎)

这使得一个冲激响应 ℎ(𝑡) 可以被反复缩放和平移，用来构造系统对复杂输入的输出。

4.3. 信号可以拆成冲激
离散信号可以写成许多不同位置、不同大小的冲激之和。

例如：

𝑥[𝑛] = 2𝛿[𝑛] + 5𝛿[𝑛 − 1] + 3𝛿[𝑛 − 2]

连续信号也有同样的思想：普通信号可以理解成无数个不同时间位置的冲激叠加。

𝑥(𝑡) = ∫
∞

−∞
𝑥(𝜏)𝛿(𝑡 − 𝜏) d𝜏

这里 𝜏  只是积分时使用的临时时间变量。

4.4. 为什么出现 h(t-tau)
如果一个冲激发生在 𝑡 = 0，响应是 ℎ(𝑡)。



如果这个冲激晚 𝜏  时刻发生，因为系统时不变，响应也整体晚 𝜏：

ℎ(𝑡 − 𝜏)

所以 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) 表示：在 𝜏  时刻大小为 𝑥(𝜏) 的输入，产生的一份缩放并延迟后的响应。

4.5. 卷积从哪里来
对于 LTI 系统，每一个输入冲激都会产生一份平移并缩放后的冲激响应。把所有这些响应加起来，就是最终
输出。

离散时间：

𝑦[𝑛] = ∑
∞

𝑘=−∞
𝑥[𝑘]ℎ[𝑛 − 𝑘]

连续时间：

𝑦(𝑡) = ∫
∞

−∞
𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) d𝜏

记作：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)

因此在 LTI 系统这个场景里，可以把卷积直观理解成：

把每个输入点产生的冲激响应全部叠加起来。

教材中常见的“翻转、平移、相乘、求和”是卷积公式的图形计算方法，不是它最本质的物理含义。

4.6. 卷积本身并不要求冲激信号
卷积本身只是两个函数或两个序列之间的一种数学运算，并不天然等于“用冲激探测黑盒”。

更一般地，可以写成：

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) d𝜏

这里的 𝑓  和 𝑔 都可以是普通函数或普通信号，并不要求其中一个是冲激信号。

在 LTI 系统里，ℎ 之所以特殊，是因为它恰好是系统的冲激响应，所以：

𝑦 = 𝑥 ∗ ℎ

可以用来计算系统对输入 𝑥 的输出。

因此要区分三件事：

• 𝛿(𝑡)：可以用来探测一个 LTI 系统；
• ℎ(𝑡)：探测后得到的冲激响应，它描述这个 LTI 系统；
• 𝑥 ∗ ℎ：利用这个系统特性计算输出。

卷积也可以出现在没有“黑盒系统”或没有冲激信号的场景中。

4.7. 当前输出是否依赖上一个输出
卷积本身不要求当前输出依赖上一个输出。

例如设：

ℎ[𝑛] = [1, 0.5]

那么：

𝑦[7] = 𝑥[7]ℎ[0] + 𝑥[6]ℎ[1]



也就是：

𝑦[7] = 𝑥[7] + 0.5𝑥[6]

这里 𝑦[7] 确实依赖过去的输入 𝑥[6]，因为过去输入产生的影响还没有消失。

但它并不依赖 𝑦[6]。

所以更准确的说法是：

如果冲激响应持续多个时刻，那么当前卷积输出会依赖当前和过去的输入。

只有递归系统才可能直接依赖过去输出，例如：

𝑦[𝑛] = 0.8𝑦[𝑛 − 1] + 𝑥[𝑛]

这种式子中的 𝑦[𝑛] 才明确依赖 𝑦[𝑛 − 1]。

4.8. 一个最简单的离散卷积
设：

𝑥[𝑛] = [1, 2]

ℎ[𝑛] = [1, 1]

第一个输入点 𝑥[0] = 1 产生响应：

[1, 1, 0]

第二个输入点 𝑥[1] = 2 晚一个时刻发生，产生响应：

[0, 2, 2]

叠加后：

𝑦[𝑛] = [1, 3, 2]

因此完整卷积的结果长度为：

𝑁 + 𝑀 − 1

其中 𝑁  和 𝑀  是两个有限序列的长度。

直观上，结果变长是因为每个输入点都会“拖出”一段 ℎ[𝑛]。如果系统的冲激响应持续多个时刻，那么最后
一个输入结束后，系统还可能继续有余波。

4.9. 有限序列与定义域
理论上的离散时间信号通常定义在整个整数轴：

𝑛 ∈ ℤ

实际计算时往往只观察有限一段，或者默认有限序列之外的值全部为零。

所以“序列点数更多”表示输入持续时间更长或观测区间更长，并不自动意味着卷积更准确。

4.10. 连续卷积为什么用积分
离散时间中，我们把每一个输入点产生的响应用求和加起来：

∑
𝑘

𝑥[𝑘]ℎ[𝑛 − 𝑘]

连续时间中，时间位置无限密集，因此“连续地求和”就变成积分：

∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) d𝜏

所以可以把积分理解成连续版本的求和。



5. 正弦波、周期、频率与相位

5.1. 周期与频率
最基本的正弦波可以写成：

𝑥(𝑡) = sin(2𝜋𝑓𝑡)

其中 𝑓  是频率，单位是 Hz，表示每秒重复多少次。

如果 𝑓 = 2 Hz，就表示每秒重复 2 次。

周期 𝑇  表示完成一次重复需要多久：

𝑇 = 1
𝑓

因此：

• 𝑓  越大，变化越快。
• 𝑇  越大，重复一次所需时间越长。

5.2. 为什么有 2π
正弦函数走完一个完整周期，对应角度从 0 变化到 2𝜋。

因此如果每秒需要重复 𝑓  次，角度每秒就要前进 2𝜋𝑓。

常把：

𝜔 = 2𝜋𝑓

称为角频率，所以正弦波也可以写成：

𝑥(𝑡) = sin(𝜔𝑡)

5.3. 振幅与相位
更完整的正弦波形式是：

𝑥(𝑡) = 𝐴 sin(2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑)

其中：

• 𝐴 是振幅，决定波形有多大。
• 𝑓  是频率，决定波形变化有多快。
• 𝜑 是相位，决定波形从周期中的哪个位置开始。

可以先记成：

振幅决定多大，频率决定多快，相位决定从哪里开始。

5.4. 相位与时间平移
如果把正弦波整体向右移动 𝑡0 秒：

𝑥(𝑡 − 𝑡0) = sin(2𝜋𝑓(𝑡 − 𝑡0))

展开后：

sin(2𝜋𝑓𝑡 − 2𝜋𝑓𝑡0)

因此相位与时间平移满足：

𝜑 = −2𝜋𝑓𝑡0

也就是说，相位变化可以理解成波形在时间轴上的平移。

一个完整周期 𝑇  对应相位变化 2𝜋，所以：



• 半个周期 𝑇2  对应 𝜋。
• 四分之一个周期 𝑇4  对应 𝜋2 。

6. 系统性质与频率响应

6.1. 因果性
因果系统的当前输出只能依赖现在和过去的输入，不能依赖未来输入。

例如：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 − 1)

是因果系统，因为只使用当前输入和过去输入。

而：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 1)

不是因果系统，因为当前输出需要知道未来 1 秒的输入。

对于 LTI 系统，因果性可以通过冲激响应判断：

ℎ(𝑡) = 0 for 𝑡 < 0

直观上就是：系统在被冲激之前不能提前产生响应。

6.2. 稳定性
稳定性可以先理解成：有限的输入不应该导致无限大的输出。

如果输入始终有界，而系统输出却不断增大到没有上限，那么这个系统是不稳定的。

6.3. 频率响应
给 LTI 系统输入一个正弦波：

𝐴 sin(2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑)

输出仍然具有相同的频率 𝑓，但振幅和相位可能改变。

例如：

sin(2𝜋10𝑡) → 0.3 sin(2𝜋10𝑡 + 𝜃)

频率仍然是 10 Hz。

因此，可以用不同频率的正弦波测试系统，记录每个频率被放大或衰减多少、相位改变多少。系统对所有
频率的这种响应，就是频率响应。

频率响应回答的问题是：

• 哪些频率容易通过？
• 哪些频率会被衰减？
• 不同频率会产生多少相位变化？

例如，低通滤波器会较多保留低频，同时衰减高频。

傅里叶分析把复杂信号拆成很多不同频率的正弦成分，频率响应则描述系统如何分别处理这些频率成分。

因此可以把处理过程理解成：

复杂信号 → 分解成各个频率 → 系统分别处理 → 再叠加回来

6.4. h(t) 与 H(f)
对于 LTI 系统，ℎ(𝑡) 是系统的冲激响应，也就是系统在时域里的描述。

对 ℎ(𝑡) 做傅里叶变换：



𝐻(𝑓) = ℱ︀{ℎ(𝑡)}

就得到系统的频率响应 𝐻(𝑓)。

因此：

ℎ(𝑡) ↔︎ 𝐻(𝑓)

它们描述的是同一个 LTI 系统，只是观察角度不同。

ℎ(𝑡) 回答的是：

给系统一个瞬时冲激以后，系统随时间怎样响应？

𝐻(𝑓) 回答的是：

不同频率进入系统后，会被放大或衰减多少，相位会改变多少？

可以把它们先记成：

• ℎ(𝑡)：系统的时域说明书；
• 𝐻(𝑓)：系统的频域说明书。

6.5. 卷积定理
对于 LTI 系统，时域中的输入输出关系是：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)

对等式两边做傅里叶变换，会得到：

𝑌 (𝑓) = 𝑋(𝑓)𝐻(𝑓)

因此：

𝑥 ∗ ℎ ↔︎ 𝑋𝐻

也就是说：

时域里的卷积，等价于频域里的逐频率相乘。

如果某个频率处：

𝐻(𝑓) ≈ 1

说明该频率基本保留。

如果：

𝐻(𝑓) ≈ 0

说明该频率被强烈衰减。

所以频率响应 𝐻(𝑓) 可以理解成系统对每一个频率分别设置的“幅度旋钮 + 相位旋钮”。

6.6. 一个简单的频域滤波例子
假设输入包含 100 Hz 和 1000 Hz 两个频率，并且它们的幅度都是 1。

若一个低通系统满足：

𝐻(100) = 1

𝐻(1000) = 0.2

那么经过系统后，100 Hz 基本保留，而 1000 Hz 只剩原来的 20%。

在频域里，这就是：

𝑌 (𝑓) = 𝑋(𝑓)𝐻(𝑓)



在时域里，同一件事写成：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)

两种写法描述的是同一个系统作用过程。

6.7. FIR 与 IIR
FIR 是 Finite Impulse Response，中文是“有限冲激响应”。

例如：

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] + 0.5𝑥[𝑛 − 1]

它只依赖当前和过去的输入，对应的冲激响应是：

ℎ[𝑛] = [1, 0.5]

冲激响应只有有限个非零值，所以叫 FIR。

IIR 是 Infinite Impulse Response，中文是“无限冲激响应”。

例如：

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] + 0.8𝑦[𝑛 − 1]

这里当前输出依赖上一次输出，因此这是递归实现。

如果给这个系统一个单位冲激，它的冲激响应会持续下去：

ℎ[𝑛] = 1, 0.8, 0.82, 0.83, …

所以称为 IIR。

要注意：

卷积本身不等于递归。

FIR 可以直接通过卷积实现；IIR 虽然常用递归公式实现，但如果它是 LTI 系统，仍然可以从理论上写成：

𝑦 = 𝑥 ∗ ℎ

只是它的 ℎ 会无限延续。

7. 时域、频域与傅里叶变换

7.1. 时域
时域关注的是：信号在不同时间点的值是什么。

如果一个信号写成 𝑥(𝑡)，横轴通常是时间 𝑡，纵轴是信号值。

时域最擅长回答：

• 什么时候出现变化？
• 什么时候振幅变大或变小？
• 信号随时间是什么形状？

可以先记成：

时域 = 看“什么时候发生了什么”。

7.2. 频域
频域关注的是：一个复杂信号由哪些频率组成，每个频率有多强。

例如，一个复杂声音可能同时包含 100 Hz、440 Hz 和 1000 Hz。

因此可以这样理解：



• 时域：什么时候发生了什么。
• 频域：里面包含哪些频率，以及每种频率有多强。

同一个信号可以写成时域形式 𝑥(𝑡)，也可以写成频域形式 𝑋(𝑓)。它们不是两个不同的信号，而是同一个信
号的两种观察方式。

7.3. 傅里叶变换在做什么
傅里叶变换把同一个信号从时域表示转换成频域表示。

它的核心思想是：复杂信号可以拆成许多不同频率的正弦波和余弦波。

因此：

时域信号 → 傅里叶变换 → 频域表示

频域表示 → 傅里叶逆变换 → 时域信号

可以把傅里叶变换先理解成“频率分解器”。

7.4. 它怎么判断有没有某个频率
直观上，可以把傅里叶分析理解成：拿不同频率的标准波形和原信号逐个做匹配。

例如，要判断一个信号里有没有 100 Hz，就拿 100 Hz 的正弦波与原信号比较。如果同频成分很强，长期累
加后的匹配结果会比较大；如果频率不匹配，正负贡献会大量互相抵消。

因此可以先理解成：

傅里叶变换会对不同频率逐个询问“你在原信号里有多少”。

7.5. 为什么还需要余弦
只用一个正弦波还不够，因为同一个频率可以有不同相位。

例如：

sin(2𝜋𝑓𝑡)

和：

cos(2𝜋𝑓𝑡)

频率相同，只是相位相差四分之一个周期。

任意相位的同频正弦波都可以由同频的正弦和余弦组合出来：

𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜑) = 𝐴 cos(𝜑) sin(𝜔𝑡) + 𝐴 sin(𝜑) cos(𝜔𝑡)

所以同时观察“正弦方向”和“余弦方向”，就能同时获得：

• 这个频率有多强；
• 这个频率的相位是多少。

这也是后面欧拉公式会自然出现的原因：它可以把正弦和余弦统一写在一个复指数里。

7.6. 傅里叶公式的直觉
连续时间傅里叶变换写成：

𝑋(𝑓) = ∫
∞

−∞
𝑥(𝑡)𝑒−𝑖2𝜋𝑓𝑡 d𝑡

这里 𝑓  表示当前正在检测的频率。

𝑒−𝑖2𝜋𝑓𝑡 可以理解为一个以 𝑓  Hz 旋转的反向复数探针。把它与原信号相乘并在时间上累加：

• 如果原信号里存在同频成分，旋转会被抵消，累加结果较大；
• 如果频率不同，结果仍会旋转，长期累加时会大量互相抵消。



因此，对固定的一个 𝑓，傅里叶变换得到一个频谱值 𝑋(𝑓)；把所有频率的结果放在一起，就得到整个频域
表示 𝑋(𝑓)。

7.7. 幅度谱与相位谱
𝑋(𝑓) 通常是复数，因此它同时包含两个信息：

• 幅度：这个频率成分有多强；
• 相位：这个频率成分在一个周期里的位置。

幅度谱通常写成：

|𝑋(𝑓)|

横轴是频率 𝑓，纵轴表示不同频率成分的大小。

相位谱通常写成：

∠(𝑋(𝑓))

横轴仍然是频率，纵轴表示每个频率对应的相位。

例如：

𝑥(𝑡) = 2 cos(2𝜋100𝑡) + cos(2𝜋300𝑡 + 𝜋
4
)

可以直观理解为：

• 100 Hz：幅度为 2，相位为 0；
• 300 Hz：幅度为 1，相位为 𝜋4 ，也就是 45°。

7.8. 相位的物理意义
相位不是纯抽象概念。对于周期信号，它表示“当前处在一个周期的什么位置”。

一般正弦信号可以写成：

𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑)

其中 𝜑 就是相位。

相位与时间偏移直接对应。若：

𝑥(𝑡) = cos(2𝜋𝑓(𝑡 − 𝑡0))

展开可得：

𝑥(𝑡) = cos(2𝜋𝑓𝑡 − 2𝜋𝑓𝑡0)

所以：

𝜑 = −2𝜋𝑓𝑡0

也就是：

𝑡0 = − 𝜑
2𝜋𝑓

因此，相位差可以理解成两个同频周期信号之间的时间错位。

例如 100 Hz 的周期是 10 ms。若相位相差 90°，也就是四分之一个周期，则时间差为 2.5 ms。

7.9. 实际计算为什么需要一段时间
理论上的傅里叶变换可以讨论整个时间轴，但真实计算机只能拿到有限长度的数据。

假设我们观察信号的总时长是 𝑇 ，那么频率分辨率大致为：



Δ𝑓 = 1
𝑇

所以观察时间越长，通常越容易区分两个非常接近的频率。

如果采样率是 𝑓𝑠，一共采样 𝑁  个点，则：

𝑇 = 𝑁
𝑓𝑠

因此：

Δ𝑓 = 𝑓𝑠
𝑁

8. 欧拉公式、DFT 与 FFT

8.1. 角度、theta 与弧度
𝜃（theta）通常用来表示角度。

角度既可以用“度”表示，也可以用“弧度”表示。

弧度的定义是：

𝜃 = 𝑠
𝑟

其中 𝑠 是圆弧长度，𝑟 是半径。

因为整圆周长为：

2𝜋𝑟

所以整圆对应的弧度为：

2𝜋𝑟
𝑟

= 2𝜋

因此：

360° = 2𝜋

180° = 𝜋

90° = 𝜋
2

45° = 𝜋
4

角度换算：

弧度 =度数× 𝜋
180

如果用度数 𝛼 表示圆心角，弧长为：

𝑠 = 2𝜋𝑟 × 𝛼
360

如果用弧度 𝜃 表示，则因为 𝜃 = 𝑠
𝑟，所以：

𝑠 = 𝑟𝜃

8.2. 复数与虚数单位 i
普通实数中，没有一个数的平方等于 −1。

因此定义虚数单位：



𝑖2 = −1

形如：

𝑎 + 𝑏𝑖

的数叫复数。

复数可以看成二维平面上的点：实部 𝑎 是横坐标，虚部系数 𝑏 是纵坐标。

例如：

3 + 2𝑖

对应平面上的点 (3, 2)。

8.3. 乘 i 的几何意义
在复平面上，乘一次 𝑖 等价于逆时针旋转 90°。

因为：

1 → 𝑖 → −1 → −𝑖 → 1

每一步都相当于再旋转四分之一圈。

所以可以先把 𝑖 理解成一个“旋转 90° 的操作”。

8.4. 单位圆与 sin、cos
半径为 𝑟、角度为 𝜃 的圆上点可以写成：

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)

𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

因此：

𝑃 = (𝑟 cos(𝜃), 𝑟 sin(𝜃))

当 𝑟 = 1 时得到单位圆：

𝑃 = (cos(𝜃), sin(𝜃))

复数 𝑎 + 𝑏𝑖 对应二维坐标 (𝑎, 𝑏)，所以单位圆上的同一个点也可以写成：

cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)

它表示“从正实轴出发，逆时针旋转 𝜃 后的位置”。

8.5. 常数 e
𝑒 是一个特殊常数：

𝑒 ≈ 2.71828

它经常出现在连续增长问题中，例如：

(1 + 1
𝑛

)
𝑛

当 𝑛 越来越大时，会越来越接近 𝑒。

指数函数 𝑒𝑥 有一个重要性质：它的变化速度等于它自己。

8.6. 欧拉公式
欧拉公式是：

𝑒𝑖𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)



右边 cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃) 表示单位圆上旋转 𝜃 后的位置。

而 𝑒𝑖𝜃 也描述同一个旋转，因此两者相等。

可以先把它直观地记成：

𝑒𝑖𝜃 =在复平面上旋转 𝜃

当角度为负数时，就是顺时针旋转：

𝑒−𝑖𝜃 = cos(𝜃) − 𝑖 sin(𝜃)

8.7. 它为什么会出现在傅里叶变换里
傅里叶分析需要不断比较“某个频率的正弦波和余弦波”与原信号有多匹配。

欧拉公式可以把正弦和余弦合并成一个复指数，所以傅里叶公式经常出现类似：

𝑒−𝑖2𝜋𝑓𝑡

其中：

• 𝑓  是频率，单位通常是 Hz；
• 𝑡 是时间；
• 2𝜋𝑓𝑡 是随时间不断增加的角度；
• 负号表示在复平面上顺时针旋转。

因此这个复指数可以理解成一个以频率 𝑓  不断旋转的“标准探针”，用来检测原信号中是否包含这个频率。

8.8. DFT
DFT 的全称是 Discrete Fourier Transform，中文是离散傅里叶变换。

它处理的是有限长度的离散数据：

𝑥[0], 𝑥[1], …, 𝑥[𝑁 − 1]

DFT 把这些时域采样点转换成一组离散的频域结果。

它的公式是：

𝑋[𝑘] = ∑
𝑁−1

𝑛=0
𝑥[𝑛]𝑒−𝑖2𝜋𝑘 𝑛

𝑁

现在不需要背这个公式。先只记住它的意义：

拿一段离散采样数据，分析里面有哪些离散频率成分。

8.9. N、n 与 k
𝑁  表示这次拿来做 DFT 的采样点总数。

例如：

𝑥[0], 𝑥[1], …, 𝑥[7]

一共有 8 个采样点，所以：

𝑁 = 8

𝑛 表示“当前正在处理第几个时域采样点”，因此：

𝑛 = 0, 1, 2, …, 𝑁 − 1

𝑘 表示“当前正在检查第几个频率格子”，同样有：

𝑘 = 0, 1, 2, …, 𝑁 − 1

所以可以记成：



• 𝑁：总共有多少个采样点；
• 𝑛：第几个时间采样点；
• 𝑘：第几个频率格子。

8.10. 频率格子
如果采样率是 𝑓𝑠，那么第 𝑘 个频率格子对应：

𝑓𝑘 = 𝑘𝑓𝑠
𝑁

相邻两个频率格子的间隔是：

Δ𝑓 = 𝑓𝑠
𝑁

因为观察总时长：

𝑇 = 𝑁
𝑓𝑠

所以也可以写成：

Δ𝑓 = 1
𝑇

这说明：观察时间越长，频率格子越密，频率分辨率越高。

例如：

𝑓𝑠 = 48000  Hz

如果取 1 秒数据：

𝑁 = 48000

那么：

Δ𝑓 = 1  Hz

所以频率格子可以理解为：0 Hz、1 Hz、2 Hz、3 Hz……

8.11. DFT 如何匹配每个频率
在公式：

𝑋[𝑘] = ∑
𝑁−1

𝑛=0
𝑥[𝑛]𝑒−𝑖2𝜋𝑘 𝑛

𝑁

里，复指数：

𝑒−𝑖2𝜋𝑘 𝑛
𝑁

就是第 𝑘 个频率对应的反向旋转探针。

对于固定的 𝑘，DFT 会让 𝑛 从 0 到 𝑁 − 1，把整段时域采样逐点与这个探针相乘，然后全部累加。

因此：

𝑋[𝑘]

可以理解为“第 𝑘 个频率与整段数据的匹配结果”。

DFT 会让 𝑘 从 0 到 𝑁 − 1 全部算一遍，所以并不需要事先知道原信号里有哪些频率。

8.12. DFT 的输出是什么
DFT 输入是一个离散时域数列：



𝑥[0], 𝑥[1], …, 𝑥[𝑁 − 1]

输出也是一个长度为 𝑁  的数列：

𝑋[0], 𝑋[1], …, 𝑋[𝑁 − 1]

但 𝑋[𝑘] 通常是复数。

每一个 𝑋[𝑘] 对应一个频率格子，并同时包含：

• 这个频率成分的幅度；
• 这个频率成分的相位。

因此可以概括为：

DFT：时域数列 𝑥[𝑛] → 频域复数数列 𝑋[𝑘]。

8.13. FFT
FFT 的全称是 Fast Fourier Transform，中文是快速傅里叶变换。

FFT 不是另一种新的傅里叶变换。

它是“快速计算 DFT 的算法”。

直接计算 DFT 大约需要 𝑁2 量级的工作，而典型 FFT 可以把工作量降到约 𝑁 log 𝑁。

因此可以记成：

DFT 是数学变换，FFT 是高效计算 DFT 的算法。

8.14. 傅里叶逆变换
傅里叶变换把时域信号拆成不同频率成分：

𝑥(𝑡) → 𝑋(𝑓)

傅里叶逆变换则把这些频率成分重新叠加，恢复时域信号：

𝑋(𝑓) → 𝑥(𝑡)

连续傅里叶逆变换为：

𝑥(𝑡) = ∫
∞

−∞
𝑋(𝑓)𝑒𝑖2𝜋𝑓𝑡 d𝑓

直觉上，𝑋(𝑓) 给出每个频率的幅度和相位，𝑒𝑖2𝜋𝑓𝑡 生成该频率的旋转波，最后把所有频率成分叠加起来。

因此可以记成：

• 傅里叶变换：拆频率；
• 傅里叶逆变换：合频率。

8.15. IDFT 与 IFFT
计算机里的离散版本是：

𝑥[𝑛] → 𝑋[𝑘]

这一步叫 DFT；反方向：

𝑋[𝑘] → 𝑥[𝑛]

叫 IDFT（Inverse Discrete Fourier Transform，离散傅里叶逆变换）。

对应地：

• FFT：快速计算 DFT；
• IFFT：快速计算 IDFT。



所以计算机里的完整闭环可以写成：

𝑥[𝑛] DFT / FFT𝑋[𝑘] IDFT / IFFT𝑥[𝑛]

理想数学条件下，先做 DFT/FFT，再做 IDFT/IFFT，可以恢复原来的那串离散时域采样值。

这里要注意：

IDFT 恢复的是离散时域 𝑥[𝑛]，并不是直接恢复连续模拟信号 𝑥(𝑡)。

9. 采样、Nyquist 与混叠

9.1. 从连续信号到离散样本
现实中的模拟信号通常写成 𝑥(𝑡)。

ADC 不会保存所有连续时刻，而是按照固定采样率 𝑓𝑠 读取一串离散值：

𝑥[0], 𝑥[1], 𝑥[2], …

采样率 𝑓𝑠 的单位是 Hz，表示“每秒采多少次”。

例如：

𝑓𝑠 = 48000 Hz

表示每秒采 48000 个样本。

采样间隔为：

𝑇𝑠 = 1
𝑓𝑠

9.2. Nyquist 频率
Nyquist（奈奎斯特）是人名。

对于采样率 𝑓𝑠，Nyquist 频率定义为：

𝑓𝑁 = 𝑓𝑠
2

例如：

𝑓𝑠 = 48000 Hz

则：

𝑓𝑁 = 24000 Hz

理想情况下，为了无歧义地表示最高频率为 𝑓max 的信号，需要满足：

𝑓𝑠 > 2𝑓max

可以先记成：

采样率至少要高于最高信号频率的两倍。

9.3. 为什么采样率太低会出问题
如果采样太慢，一个高频波形可能只留下很少几个点。

这些采样点可能和另一个更低频率的波形完全一样。

这时，仅从采样结果已经无法判断原来的真实频率。

9.4. Aliasing：混叠
Aliasing 中文通常叫“混叠”。



它表示：

不同的真实连续频率，在采样后产生了相同或无法区分的离散样本。

例如采样率为：

𝑓𝑠 = 8 Hz

Nyquist 频率为：

4 Hz

一个 7 Hz 的余弦信号在这些采样时刻可能产生和 1 Hz 余弦信号相同的样本。

因此可以直观地理解成：

7 Hz 在采样后“冒充”成了 1 Hz。

混叠通常是坏的，因为一旦发生，原始频率信息可能已经不可逆地丢失。

9.5. 抗混叠滤波器
为了防止超过 Nyquist 频率的成分混叠到低频区域，ADC 前通常会使用低通滤波器。

它的目标是：

• 低频尽量保留；
• 高频逐渐衰减；
• 在采样前尽量压低 Nyquist 频率以上的成分。

这种用途的低通滤波器叫 anti-aliasing filter，也就是抗混叠滤波器。

9.6. RC 低通滤波器
最简单的模拟低通滤波器之一是 RC 电路。

它由电阻 𝑅 和电容 𝐶  组成。

其截止频率为：

𝑓𝑐 = 1
2𝜋𝑅𝐶

直觉上：电容对高频更容易导通，因此高频成分更容易被旁路到地，而低频更多地保留在输出端。

如果把这个电路近似为 LTI 系统，那么：

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)

在频域则是：

𝑌 (𝑓) = 𝑋(𝑓)𝐻(𝑓)

低通滤波器的 𝐻(𝑓) 在低频处较大，在高频处较小，所以高频分量会被压低。
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